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Polynomes

Premiers calculs dans K[ X]

Exercice 21.1 (%% - Valuation d’un polynéme - @’J)
On définit I'application valuation sur K[X]| par

al(P) = +00 siP=0
v | sup{neN|Vk<n,a, =0} siP#0 °

1. Calculer la valuation des polynémes X2 + 1, X4 43X, X",

2. Montrer que :

(i) si P #0, val(P) < deg(P) ; (iii) val(P + Q) > min{val(P),val(Q)} ;

(ii) val(X - P) = val(P) pour tout A # 0 ;

2. (i)

(i)

(iii)

(iv)

(iv) val(PQ) = val(P) + val(Q).

1. La valuation d’un polyndéme P non nul est le degré du monéme de plus bas degré de P.
En terme de suites, c’est 'indice du premier coefficient non nul de P. Ainsi :

val(X2 4 1) =0, val(X* + 3X) =1, val(X") = n.

Soit P = Z a X" un polyndome non nul de degré n. Alors a, # 0 par définition du
k=0
degré, et par définition de val(P), val(P) < n = deg(P).

Soit P = 2”: ax X" un polynome de K[X]. Si P = 0, c’est immédiat. Sinon, notons
m = Val(Pk)Z.OPar définition :
am # 0 et pour tout k <m —1, ar =0.
Mais alors pour tout A # 0 :
Aam # 0 et pour tout £k <m — 1, Aax = 0.
Ainsi, val(AP) = m = val(P).
Soient P = Zp: apXp et Q = Zq: by. Si I’'un de ces polynémes est nul, c’est immédiat.
Sinon, notor];s:(';n = val(P) et 2770: val(®). Pour tout k¥ < min(m,n) :
ar+br=04+0=0

par définition de la valuation. Ainsi, val(P + @) > min(m,n) = min(val(P), val(Q)).

P q
Soient encore P = Zaka et Q = Zbg. Si 'un de ces polyndmes est nul, c’est
k=0 =0
ptq
immeédiat. Sinon, notons m = val(P), n = val(Q), et P x Q = Z e X", Pour tout

k=0
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k < m + n, on obtient (quitte & prendre pour convention que a; = 0 = b; lorsque

i<0):
k m—1 k
o= abe—i= Y @ be—it+ Y ai b =0
i=0 =0 _ o i=m —~
=0 car i<m =0 car k—i<n
Et pour k=m+n:
m—1 k
Ccr = Z \a}/ bp_i + amby + Z a; br_; = by # 0.
=0 _¢ car i<m t=m+1 =0 car k—i<n
Ainsi, val(P x Q) = m + n = val(P) + val(Q).
Exercice 21.2 (k% - Equations polynomiales)
Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que :
(i) P/(X)? =4P(X) ; | (i) PoP=P; | (i) (X241)P" —6P =0.

Exercice 21.3 (%% - Formule de Vandermonde)
Soient m,n,r € N. En développant de deux manieres le produit (1 + X)™(1 + X)", déterminer la

" (m n
leur d .

Arithmétique dans K[X]

Exercice 21.4 (%)
Dans les cas suivants, calculer AA B et déterminer des polynémes U et V tels que AU + BV = AN B.

(i) A=X>+3X*+2X3 - X2 -3X —2et B=X*+2X3+2X2+7X +6.

(i) A=X6-2X°+2X*-3X3+3X?-2X et B=2X%-4X3+2X%-2X +2.

Exercice 21.5 (% %)
Calculer, pour n € N, le reste de la division euclidienne :

(i) de X™(X +1)% par (X — 1)(X —2) ; | (i) de (X 4 1)20F — X2+ par X2 4 X 4 1.

Exercice 21.6 (k%) 00 O
On considére la matrice A=]1 0 -1
01 2

1. Montrer que P = X (X — 1)? est un polynéme annulateur de A.
2. Déterminer, pour tout n € N*, le reste de la division euclidienne de X" par P.

3. En déduire 'expression de A™ pour tout n € N.
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Exercice 21.7 (% %)
Montrer que pour tout P € K[X], P — X divise P o P — X. En déduire les solutions = € R de :

(22 =3z 4+ 1) = 32% — 8z + 2.

Exercice 21.8 (% %)
Montrer que pour n,p € N*: (X" —1) A (XP —1) = X""P — 1.

Exercice 21.9 (%% - Deux questions indépendantes)
Soient A et B deux polynémes de K[X].

1. Montrer que A A B =1 si, et seulement si, (AB) A (A+ B) = 1.

2. Montrer que A? | B2 si, et seulement si, A | B.

Exercice 21.10 (%%) n
Soient aq,...,a, € K deux & deux distincts. Pour tout ¢ € [1,n], on pose A; = H(X — aj).
J#
Montrer que les polynémes Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble. Sont-ils premiers

entre eux deux a deux 7

Exercice 21.11 (k% %)
Soient A et B deux polynoémes a coefficients réels.

1. Montrer que si A divise B dans C[X], alors A divise B dans R[X].
2. Montrer que le PGCD de A et B dans C[X] est égal au PGCD de A et B dans R[X].

3. Quels sont les entiers naturels n tels que X? + X + 1 divise X?" + X" 41 ?

1. Si A divise B dans C[X], il existe S € C[X] tel que B = AS = AS +0.

Effectuons la division euclidienne de B par A dans R[X] : il existe @ et R tels que A =
BQ + R avec deg(R) < deg(B). Et cette égalité peut étre vue comme une égalité dans
C[X].

Il apparait ici deux égalités qui correspondent a la division euclidienne de B par A dans
C[X]. Par unicité de cette division euclidienne, S = @ € R[X] (et R = 0). Ainsi A divise
B dans R[X].

2. Un premier argument serait de dire que l'algorithme d’Euclide dans R[X]| peut étre vu
comme un algorithme d’Euclide entre polynémes complexe, et que le dernier reste non nul
qui est le PGCD dans R[X] dans A et B, est aussi le dernier reste non nul dans I’algorithme
d’Euclide dans C[X]. C’est donc aussi le PGCD dans C[X]| de A et B.

Une autre méthode consiste a traiter tout d’abord le cas ou A et B sont premiers entre eux
dans R[X]. Il existe alors U et V' dans R[X] tels que AU + BV = 1. Mais cette égalité
peut étre vue comme une égalité de polynomes dans C[X] (toujours le méme argument),
et donc A et B sont premiers entre eux dans C[X].

Dans le cas général, notons D le PGCD de A et B dans R[X]. Il existe D, A; et B; dans
R[X] tels que A = A1D, B = B1D et A; et B; premiers entre eux dans R[X]. Toutes ces
égalités peuvent étre vues comme des égalités de polynomes de C[X], et on vient de voir
que A; et B; sont également premiers entre eux dans C[X]. Ainsi, D est le PGCD de A et
B dans C[X].
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3. Ce que nous enseigne la question précédente, c’est que la divisibilité dont il est question, a
priori dans R[X], est aussi une divisibilité dans C[X]. Or, dans C[X], il est aisé de tester
la divisibilité : elle se lit sur les racines.

Les racines complexes de X2 + X + 1 sont j et j = j2. 1l s’agit donc de déterminer
pour quelles valeurs de n j et j2 sont des racines de X2" + X" + 1. Etant conjugués, et
X?" 4+ X" +1 étant a coefficients réels, 1'un sera racine si, et seulement si, 'autre 1’est. On

cherche donc les valeurs de n pour lesquelles j2 + j™ +1 = 0.
e Sin=0[3], alors j® = j2* =1, donc 1+ j" + j?" = 3 # 0.
e Sin=1[3], alors j® = j, donc j2" = j2 et donc 1+ j + j2 = 0.
e Sin=2[3], alors j” = j% et j2" = j* = j, de sorte que 1+ j + 5> = 0.

Donc X2 + X + 1 divise X?" + X™ + 1 si, et seulement si, n n’est pas divisible par 3.

Racines

Exercice 21.12 (k%)
Soit n € N*.

1. Montrer que X (X + 1)(2X + 1) divise A = (X +1)®" — X2 —2X — 1.
2. Montrer que (X — 1)3 divise B = nX"*2 — (n + 2) X" + (n +2)X — n.

3. Déterminer a et b pour que C = a X"t 4+ bX" + 1 admette la racine double 1. Quel est alors le
quotient de P(X) par (X —1)2 7

Exercice 21.13 (k%) X2 xn

Soienth2etP:1+X—i—?...+—|ER[X].
! n!

1. Calculer P — P'.

2. Montrer que toutes les racines complexes de P sont simples.

Exercice 21.14 (% %)
Soit P € R[X] un polynéme unitaire dont tous les coefficients sont des entiers relatifs.

1. Prouver que toute racine rationnelle de P est dans Z.

2. Soient k,d € N*. Montrer que v/d est soit entier, soit irrationnel.

1. Soit r = % une racine rationnelle de P, avec p A ¢ = 1.

n
Notons alors P = ZaiXZ, avec a; € Z et a, = 1.

i=0
n pz‘ n—1 ] ]
Alors 0 = P(r) = Z a;— . Apres multiplication par ¢", il vient donc p" + Z a;p'q" " =0.
- q —
=0 =0
n—1 ’ ] ) '
Mais ¢ divise Z a;p'q" ", et donc divise p". Puisque p et g sont premiers entre eux, ¢ et

i=0
p™ sont premiers entre eux, donc ¢ = 1. Kt par conséquent, r = p € Z.

2. v/d est racine de X* —d, qui est bien un polyndme unitaire & coefficients entiers. Donc soit
c’est un irrationnel, soit il est rationnel, auquel cas la question 1 prouve qu’il s’agit d’un
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entier.

Exercice 21.15 (% %)
Montrer que les seuls polynémes périodiques P € C[X] (c’est-a-dire tels que il existe k € C* tel que
P(X + k)= P(X)) sont les polynémes constants.

Exercice 21.16 (% %)
La fonction z — Z est-elle polynomiale ?

Supposons qu'il existe un polynéme P € C[X] tel que pour tout z € C, P(z) = z. Alors en
particulier, pour tout z € R, P(x) = 2. Donc P — X s’annule en tous les réels, donc est nul. Et
par conséquent, P = X. Mais alors pour z € C\ R, z = P(z) = z, ce qui est absurde.

Donc la fonction z — z n’est pas polynomiale.

Exercice 21.17 (k% %)
Soit P € R[X].

1. Supposons P scindé a racines simples sur R. Montrer que P’ est scindé & racines simples sur R.
2. Supposons P scindé sur R. Montrer que P’ est scindé sur R.

3. Déterminer alors P A P’ en fonction des racines de P et de leurs multiplicité.

Exercice 21.18 (% %)
1. Quels sont les polynémes P € C[X] tels que l'application x € C — P(x) € C est surjective 7
injective 7

2. Quels sont les polynémes P € C[X] tels que P(C) CR ?

Exercice 21.19 (%% %)

1
Pour tout n € N, on pose P, = (X2 —1)" et L, = pm.

onpl” "

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de L,,.

2. Calculer Ly, (1) et L,(—1).

3. Montrer que L,, admet n racines réelles distinctes appartenant a | — 1, 1].

Exercice 21.20 (%% %)
Quels sont les polyndémes P de C[X] tels que P’ divise P ?

Il est évident que les polynémes constants conviennent.

Soit P € C[X] non constant, tel que P’ divise P. Alors P est scindé, notons n le nombre de
ses racines distinctes, notons Aq, ..., A, ces racines et myq, ..., m, leur multiplicités. On a alors

n n
P = aH (X — i)™, avec a € C*. On a donc z:mZ = deg P.
i=1 i=1
Puisque P’ divise P, toutes les racines de P’ sont racines de P. Autrement dit, les racines de P’
sont parmi A1, ..., A,. Or nous savons que ); est racine de P’, de multiplicité m; — 1 (avec cette

n
multiplicité éventuellement nulle si A; n’est pas racine de P'). Et donc Y (m; — 1) = deg P'.
i=1
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n
Soit encore Zmz —n=degP—-1&n=1.
i=1
Autrement dit, P posséde une unique racine, et donc est de la forme P = a(X — \)¥.

Exercice 21.21 (k%% % - D’aprés Centrale-Supélec)
Le but de cet exercice est de résoudre dans C[X] I"équation P(X?) = P(X)P(X —1).

1. Montrer que si P est un polynéme non nul vérifiant cette relation, alors I’ensemble de ses racines
est contenu dans {0, —1, j, j2}.

2. En déduire I’ensemble des solutions de cette équation.

1. Si P est constant, c’est immédiat. Sinon, P a au moins une racine a € C. Alors P(a?) =
P(a)P(a — 1) = 0, et par récurrence immédiate, a>" est racine de P pour tout n.

Si |a| # 0,1, alors P admettrait une infinité de racines, ce qui est impossible si P n’est pas
le polynéme nul. Ainsi |a| =0 ou 1.

Soit a € C une racine non nulle de P, donc de module 1 d’apres ce qui précede. En évaluant
en 1+ a, on obtient P((1+ a)?) = P(1 + a)P(a) = 1. Donc (1 + a)? est racine de P.
Par ce qui a été fait précédemment, soit 1 + a = 0 et alors a = —1, soit |1 + of = 1 et
alors a appartient a 'intersection du cercle unité et du cercle de centre —1 et de rayon 1,
c’est-a-dire o = j ou j2.

Finalement, ’ensemble des racines complexes de P est contenu dans {0, 1, 5, 5%}.

2. Soit toujours P une solution de I’équation proposée dans C[X]. D’apres le théoreme de
décomposition en produits d’irréductibles dans C[X], et étant donné la question précédente,
P se décompose, de maniere unique a ’ordre pres des facteurs, sous la forme :

P=)XX%X 41X - )X —j2°.

ou A € C* et a,3,7,0 € N. On en déduit les décompositions suivantes (en se souvenant
que 1 +j+j52=0etj=j%:

P(X)P(X —1) = XXX — D)X + 1P (X +7%)7(X = 52)°(X = 5)7(X +5)°,
P(X?) = A7 (X =) (X 4+ 0)7(X = 72)7(X +7°)7(X = 5)°(X +5)".

Par unicité, il vient :

A2 =)\ _,
a+ 8 =2« N
56=0 & a=0
8=0
a=0
y=9
y=9

Ainsi, P = (X —j)(X — ) = (X2 + X +1).

Réciproquement, on vérifie sans difficulté que les polynémes de la forme P = (X2 + X +1)7
avec v € N conviennent bien.

Ainsi, les polynomes solutions de I’équation proposée sont exactement les polynémes (X2 +
X +1)7 avec v € N.
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Exercice 21.22 (%% %)

Soient m,n deux entiers supérieurs ou égaux a 2, premiers entre eux. Montrer que (X™ —1)(X" —1)
divise (X™" — 1)(X —1).

Ce résultat reste-t-il vrai si m et n ne sont pas premiers entre eux ?

Les racines de X — 1 (resp. X™ — 1) sont les racines n®™° (resp. m®™ ) de 1'unité.

Mais m,n étant premiers entre eux, il existe deux entiers p et g tels que np + mq = 1. Et alors
si z € Uy, NUpy, alors z = 2! = z™+m4 = (27)P (;™)9 = 1. Autrement dit, U, N U,, = {1}.
Ainsi, (X" — 1) (X™ — 1) possede n + m — 1 racines simples (qui sont les éléments différents de
1 de U,, UU,, ) et une racine double, qui est 1.

D’autre part, 1 est racine mn®® de 1'unité, donc racine de X™" — 1, et donc racine au moins
double de (X™" — 1) (X — 1). De plus, si z € Uy, alors 2" = (2™)" = 1" = 1, donc z € Upy,.
Et de méme si z € U,.

Ainsi, toutes les racines simples de (X" — 1) (X" — 1) sont racines de (X™" — 1). Et ce dernier
polyndéme est divisible par

xX-12 J] X-2 [] X-2=]]&X-2 ] X-2)=X"-1)(X"-1).

2€U0p\{1} 2€U0m \{1} z€Un 2€Um

Ce résultat ne vaut plus si m et n ne sont plus premiers entre eux : par exemple, pour m = 2 et
n =4, —1 est racine de X2 — 1 et de X* — 1, donc est racine double de (X2 — 1) (X* — 1), alors
qu'il n’est que racine simple de X8 —1. Donc (X2 — 1) (X* — 1) ne divise pas (X —1) (X8 —1).

Factorisation

Exercice 21.23 (%)
Soit le polynéme P(X) = X* + (=4 4+ 2i) X3 + (12 — 8i) X% + (4 + 26i) X — 13.

1. Montrer que —i est une racine de P. Préciser son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P dans C[X].

Exercice 21.24 (% %) N
Montrer que P = X8 +2X6 + 3X* 4+ 2X2 + 1 possede j = es comme racine double. En déduire sa
factorisation irréductible sur R et sur C.

On a:

P(j) =j8+2j6+3j4+2j2+1:j2+2+3j+2j2+1:3<j2+j+1> — 0.
Donc j est racine de P. Par ailleurs, P’ = 8X7 4+ 12X° + 12X3 + 4X, et donc

P/(j) =857 +12° +125° +4j = 8j + 122 + 124 4j =12 (* +j +1) =0

Donc j est racine de multiplicité au moins 2 de P. Notons que si j est racine double, alors j I’est
aussi. Donc on a déja 4 racines comptées avec multiplicité parmi les 8 que compte P.

Puisque P est pair, —j est aussi racine de P. Et méme —j est racine double, puisque si P est
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pair, alors P’ est impair, et donc si z est racine de P/, —z D’est aussi. Mais si —j est racine
double, alors —j = —j = —j2 'est aussi.

Donc nous avons bien un total de 8 racines lorsque comptées avec leurs multiplicités. Donc
P=1(X—75)*X—7)%(X +5)%(X +7)? est la décomposition en produit de facteurs irréductibles
dans C[X].

Puisque (X —j)(X —j) = X2+ X +1et (X +j)(X +J) = X2 — X + 1, la décomposition de P
en produit de facteurs irréductibles dans R[X] est donc P = (X? + X + 1)2 (X2-X+ 1)2.

Exercice 21.25 (%% %)
Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynome P = X?" —2cos(0) X"+ 1 ot1 § € R\ 7Z et n € N*.

Exercice 21.26 (%% %)
Soit n un entier strictement positif.

1. Factoriser dans C[X] le polynéme P = (X + 1)" — (X — 1)™.

2p P
km (—=1)P km 1
2. En déduire que : Vp € N*, cotan( > = , puis cotan( ) = .
due = vp kl;[l wi1) i1 ? kl;[l w+1) Vprl

Exercice 21.27 (k%% - Polynémes de Tchebytchev - @3)
On étudie pour tout n € N les polynémes T,, € R[X]| qui vérifient :

VO € R, T, (cos(0)) = cos(nb).
1. Montrer que si T}, existe, alors il est unique.
2. Vérifier que Ty =1, T1 = X et Th = 2X2 — 1.
3. Montrer par récurrence que pour tout n € N, T, existe et vérifie la relation

Tri2(X) = 2X Ty 1 (X) — Tu(X).

4. Déterminer la parité de T,, son degré ainsi que son coefficient dominant.
5. Déterminer I’ensemble des racines de T;,, et en déduire sa décomposition en produits d’irréductibles.

6. En déduire que :
_ -1 n/2
“1_[1 COS <(2k—{—1)7r> - (2n)_1 si n est pair
h=0 o 0 sinon

7. Montrer que pour tout n € N, pour tout z € R :

(z% = )T (z) + 2T, (z) = n*Ty(z).

1. Soit n € N. Supposons qu’il existe deux polynoémes P, et (), tels que :
VO € R, P,(cos(0)) = Qn(cos(h)) = cos(nbh).

Alors, pour tout 6 € R, (P, — Qy)(cos(#)) = 0 donc P, — @y, a une infinité de racines (tous
les réels appartenant a [0, 1]). Donc P, — @, = 0, c’est-a-dire P, = Q.

Ceci prouve 1" unicité du polynoéme T,, s’il existe ‘
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2. Posons Py =1, P, = X et P, =2X?— 1. Alors, pour tout § € R,

Py(cos(f)) =1 = cos(0 x 6),
Py (cos(6)) = cos(f) = cos(1 x ),
Py(cos(8)) = 2cos*(f) — 1 = cos(2 x 6).

Par unicité (question 1), |Tp =Py =1, T1 =Py = X et Ty = P, = 2X?% — 1.‘

. Nous allons prouver par récurrence sur n la propriété Z(n) : « T,, existe ».

D’apres la question précédente, Ty et T3 existent. Donc Z2(0) et (1) est vraie.
Soit n € N. Supposons que #(n) et Z(n + 1) sont vraies.
Par hypothese de récurrence, il existe deux polynémes T, et T, 11 tels que :
VO € R, T, (cos(0)) = cos(nb) et T),11(cos(h)) = cos((n + 1)0).
Pour tout # € R, on a :
2 cos(0)Ty+1(cos(0)) — T, (cos(0)) = 2 cos(f) cos((n + 1)0) — cos(nb)
= cos((n + 2)0) + cos(nf) — cos(nh)
= cos((n + 2)0).
Ainsi, le polynome 2XT,,1(X) — T, (X) est égal a cos((n + 2)0) lorsqu’il est évalué
en cos(f).

Le polynome T}, 42(X) = 2XT),41(X)—T,,(X) convient. D’ou I'existence et la propriété
au rang n + 2.

On conclut par principe de récurrence et on déduit de I’hérédité que, pour tout n € N,

| Toya(X) = 2X Ty (X) — T(X). |

. Avec la question précédente, Ty = 2XT, — Ty = 4X3 —3X et Ty = 2XT3 — Tp = 8X* —

8X? 4+ 1. Ces premiers termes permettent de conjecturer la propriété #(n) : « Ty, est de
méme parité que n, de degré n et posséde 2! comme coefficient dominant ». Prouvons-la
par récurrence (double) sur n > 1.

P(1) et P(2) sont vraies.
Soit n € N*. Supposons & (n) et Z(n+ 1) vraies.
D’apres la question précédente,
Toio(—=X) = 2(=X)Tnp1 (=X) — Tn(—X)
= —2X(—1)"" T 1 (X) = (=1)"To(X)
= (_1)n+2(2XTn+1(X) = T,(X))
= ()" T42(X),

donc T}, 42 est de méme parité que n + 2.

Toujours d’apres la question précédente, T, 1o = 2X T, +1—T,, avec deg(2XT),,+1) = 1+
deg(Ty+41) = n+ 2 et deg(T},) = n. Donc deg(T),+2) = max(deg(2XT)41),deg(Ty)) =
n+ 2.
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Enfin, le coefficient de degré n + 2 de 1,42 est celui de 2X 7,41, c’est-a-dire deux fois
le coefficient dominant de T}, 1, donc 2 x 2" = 27+,

Ainsi, Z(n+ 1) est vraie.

On conclut par principe de récurrence.

. Pour x € [-1,1],on a:

T (x) = 0 < Ty, (cos(arccos(z))) = 0 < cos(narccos(z)) = 0.

[].

C’est le cas si et seulement si narccos(x) =

N

Mais 0 < narccos(z) < nm. Donc :

T.(x) =0« 3k € [0,n — 1], narccos(z) = 5 + kT < x = cos (27; —i—kW) .

Ainsi, les cos (W), 0 <k <n—1 sont les racines de T},, deux a deux distinctes car

cos est injective sur [0, 7.

Donc T,, posséde n racines distinctes dans [—1,1]. Or T, est de degré n, il est donc scindé
a racines simples. Et donc :

T, = 2" 1 :12[:) (X — COS (W)) .

. Si n est impair, 7;,(0) = 0 et donc avec la question précédente,

"1:[1 coS (W) = 0.

k=0

Si n est pair, T,,(0) = Ty, (cos (Z)) = cos (%) = (—1)™2. Avec la question précédente,

o1 H COS( (2k + 1) > — (—1)2,

et donc

H COS( (2k + )r ) _ (_Qi)jﬂ-

. Soit n € N. Pour tout 0 € R, (cos(nf))” = —n?cos(nf). Par définition des polyndomes de

Tchebytchev, on a donc
(T (cos(8)))" + n*Ty,(cos(h)) = 0.

Or :
(T}, (cos(0)))" = — cos(8)T! (cos(8)) + sin®(0) T (cos(#))
= —cos(0)T) (cos(8)) + (1 — cos?(0)) T (cos(h)).

Ainsi, le polynome —XT, + (1 — X?)T/ + n?T,, a une infinité de racines (tous les réels
appartenant a [0, 1]). Il est donc nul et donc

(X2 - 1T + XT, = n’T,.
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Exercice 21.28 (%% %)
Résoudre les systémes suivants d’inconnues (z,y, 2) € C3 :

r+y+z2=0 r+y+z=1
A Sry+xztyz=-3 S P42 =
ryz = —2 %_{_i_’_%:

Exercice 21.29 (%% %)

Soit P € C[X] de degré n > 0. Pour tout k € [0,n — 1], on note s la somme des racines (comptées

avec multiplicité) de P®*).

Montrer que sg, S1,...,S,—1 est une progression arithmétique dont on précisera la raison.

Exercice 21.30 (e %)
Soit ¢ = e . Caleuler ] (g’“ - gf).
0<k,f<n—1
|3

Il s’agit de calculer
n—1n—1

P=TT1I (¢F <)

k=0 ¢=0
k£0

_ nl:[lgk (1 _ ngk)
k=0

k=0 = 0
0k 0k
Or, {¢“F,0 <0 <n—1,1#k} = U,\{1}, d'oi ;

n—1

=0
£k

et donc "1:[1 (1 — C£7k> =n. Donc :

_ ﬁ :1:[11& H (1 _ Ce—k)

[T(X-¢F)=14+X 44 xm!

/=0
e
n—1 n—1 n(n—1) )
P = H (an(nil)) =n" H ¢k =g Ot o) — =57 = preinbm — (_qyn-ipgn,
k=0 k=0
Polynomes de Lagrange
Exercice 21.31 (%k%)
Soient n > 2, x1,...,x, € K distincts et Ly,..., L, les polynémes de Lagrange associés. Simplifier les

n n
somines Z L; et Z:U,L,
i=1 i=1

11
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Exercice 21.32 (%% %) 1
Soit n € N. Montrer quil existe (Ao, ..., \,) € R tels que pour tout P € R,[X], / P(t)dt =
0

$r(®).

Exercice 21.33 (k%% %)
Déterminer tous les polynémes P € C[X] tels que P(R) C R, P(Q) C Q.

Fractions rationnelles

Exercice 21.34 (%)
Décomposer en éléments simples :

X3

— - . Fs= ———d R[X] ;
Fy X7 3% 12 dans R[X] ; 35 3 dans [X];
X34+ X241 1
- = = - . Fy = dans R|.X].

Exercice 21.35 (%% - Un air de déja vu - @)
k

e
1. Soit P =\ X — ;)™ un polynéme non nul de C[X]. Montrer que : = LR
g( i) poly [X] q ;X_%

el

2. Déterminer tous les polyndmes P de C[X] tels que P’ | P.

Exercice 21.36 (*ik)

448

t _— = .

Montrer que E = = 137
welr

Exercice 21.37 (%% %) W2
Soit n > 2. Donner la forme irréductible de la fraction Z
wGUn

_w'

Exercice 21.38,(% %% - Dérivée d’une fraction rationnellﬁ) /
: A : : B - AB
1. Soit R = B € K(X). Montrer que la fraction rationnelle

du représentant (A, B) de R.

52 ne dépend pas du choix
A'B — AB’
B2 '

2. Montrer que pour tous R, S € K(X), (R+S) =R + 5, (RS) = R'+ 5 et si S est non nulle,
(R)Q_HS—R&

On appelle dérivée de R, et on note R’ la fraction rationnelle

S 52
3. Etudier le degré de F’ en fonction de celui de F.

4. Montrer qu’il n’existe pas de fraction F' de K(X) vérifiant F' = 1/X.
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