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Séries numériques

Etudes de convergence

Exercice 26.1 (% %)

Déterminer la nature des séries suivantes :

1
2) Z n(n +In(n))

b) Z (n—sin (;))
c) Z\/nnﬁ—l

Q) sin (%)

n+1

ch(n)
°) Z ch(2n)

n?In(n)

e?’L

1

1) Zarccos (1 — \/ﬁ>
m) Y <1 — Co8 (Z)) (In(n))*®
0 (5
o) Z (\/nj— 1 \/n21+ 1)
0 2 (e (3) - it)

n>1

Exercice 26.2 (%)

Soient > uy, Y. v, deux séries convergentes a termes positifs. Etudier les séries de termes généraux :

(i) max(un,vy) ; ‘

positifs.

; () o

(i) On utilise les inégalités suivantes, valables pour tout n € N :

0 < max(up, vy) < Uy + Uy

(iii) On utilise I'inégalité classique, & connaitre :

V(z,y) e R ay <

D’ou ici, pour tout n € N :

On conclut comme pour le point (7).
(iv) De méme qu’au point précédent, pour tout n € N :

Up + U2p

V UnU2n < B

(V) i,

Puisque > u,, et > v, convergent u, + vy) converge également. Par théoréeme de com-
)
paraison des séries a termes positifs, E max (uy, U,) converge.

(ii) Puisque E uy, converge, la suite (u,) converge vers 0 (c’est la condition nécessaire de

convergence des séries). A partir d’un certain rang, on dispose donc des inégalités 0 < u,, <
1, de sorte que 0 < u2 < u,. On conclut par théoréme de comparaison des séries & termes
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Justifions la convergence de la série Z u9,. Pour cela, remarquons que pour tout N € N :

N 2N +o0
n=0 n=0 n=0

+o0
La suite des sommes partielles de la série Zuzn est majorée (par Z uyn). Elle converge

n=0
donc.

On conclut comme au point (iii) pour la convergence de Z Up Uy,

Exercice 26.3 (k%% - Banque CCINP) (e _ (1 + l)n> en

Etudier la nature de la série de terme général u,, = (In(n2 _: )2
n(n?+n

On cherche un équivalent de la suite u,. Pour cela, remarquons tout d’abord que en ~1et:

o <1 - %) ~ 21In(n).

i ) = In(n) (14 ) = 2 |14 5

D’autre part :

D’otu par produit et quotient (ce qui est bien licite pour le calcul d’équivalent) :

e

U™ 8 In(n)?’

On reconnait le terme général d’une série de Bertrand. Rappelons la condition nécessaire et
suffisante de convergence concernant ces séries (qu’il est bon de connaitre).

Rappel. Séries de Bertrand.

1
La série ———— converge si, et seulement si, « > 1ou (a=1et g >1).
n;z ()P ge si, ( B >1)

La série de terme général étant convergente, E uy, converge également par théoréme

e
8n In(n)?
de comparaison des séries & termes positifs.

Si le résultat sur les séries de Bertrand n’est pas connu, ou si le jury demande de le démontrer le

jour de l'oral (ce qu’il fera trés probablement), on pourra procéder comme suit.
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1
La fonction f :t € [2,400[ = ——— étant continue, décroissante et positive, par comparaison

tIn(t)?
série/intégrale, la série Z ———— est de méme nature que la suite ( / ! dt) Et pour
grate, nln(n)? d 2 tIn(t)?/,59 P
tout n > 2 : B
/"dt[lrl 1_}1
o tln(®)2 [ In(t)], mn(2) In(n) " In(2)
1
La série Z W converge donc.
Exercice 26.4 (%% % - Séries a parameétres)
Etudier la nature des séries suivantes suivant la valeur des parametres :
(0 Z W+204-- 4 n!, peEN: (iv) Z (arctan(n + a) — arctan(n)), a € R% ;

(n+p)!

na

0 S| (1455) -1]aer; R BN (R DA

n

a . . . n
(iii) Zl—i—ib’“ (a,b) € RY ; (vi) Zarccos<1+na>,a>0.

Exercice 26.5 (k%)
Etudier la nature de la série > u, dans les cas suivants :

. 1+ n)sin(n . . In(n)? —In(n
(1) up = (ng)\/ﬁ() ; (ii) un = Sm(n)()n\fn() ;

Exercice 26.6 (% %)
1. Montrer que pour tout n € N, (1 ++/3)" + (1 — v/3)" est un entier pair.

2. En déduire la nature de » _sin [77(1 + \/5)”}

Soit n € N. Par la formule du bindome de Newton :

n n n [n/2]
(L+V3)" +(1-V3)" =3 (Z)(ﬂ)’f +3 (Z)(—Vé)’f =y (’;) (V3 =23 (;2):#
k=0 k=0 kkp:agr =0

est bien un entier pair, qu’on notera N,. Alors :
sin (7r(1 + \/§)") = sin <7an — (1 - \/§)”> = —sin (7?(1 — \/§)") :
Mais (1 —v/3)" — 0 puisque |1 — /3| < 1, et donc :
‘sin (7r(1 + \/§)”)’ ~ ‘77(1 — \/3)"‘ =7(v3-1)"

On obtient ici le terme général d’une série géométrique convergente. Par critéere de comparaison

des séries & termes positifs, > sin (77(1 + \/3)") est absolument convergente, donc convergente.

Exercice 26.7 (% %)

Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :
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Exercice 26.8 (%% % - Banque CCP)
On pose, pour n > 1, u, = cos (rvVn? +n + 1).

1. Prouver que mvn? +n+1 = nt+ 5 +ar+0 (—2) ou « est un réel que 'on déterminera.
n—

2. En déduire que la série > u,, converge.

3. La série Y u, converge-t-elle absolument ?

1. Pour tout n € N%st :

1
mvn?+n+1=nn 1—|—<+2
\ n o n

) , . 3
D’ou le développement asymptotique voulu avec o = 3

2. Pour tout n € N* :
3 1 3 1
Un = COS (m+w+82+0<n2)> =(1)”cos<77+82+0<n2>)

= (—=1)""!sin (: +0 <n12>) = (‘Dnﬂz% +0 <nl2>

La série de terme général (—1)"*! 3: converge par le critére spécial des séries alternées.

) est absolument convergente donc convergente. Par somme,

3‘.-\

Celle de terme général O (

> uy, converge.

3. Par le calcul précédent :
3T 37
Up| ~ [(=1)"TI | = ==
qui est le terme général d’une série divergente (multiple de celui de la série harmonique).
Par critere de comparaison des séries a termes positifs, Z |up| diverge, et la série > u,, ne
converge pas absolument.

Exercice 26.9 (%% %) +o0 (_1)k
1. Justifier 'existence, pour n € N, de R,, = Z i
k=n+1
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= (-1
2. (a) Soit n € N. Montrer que R, + Ryp+1 = k;l m et Ry, — Rpy1 = e
(b) En dédui R (_1)n+1+0(1> la nature de 1 3" R,.
n déduire que = — uis la nature de la série
g " n—+oo 2(n+1) p "0
3. Retrouver ce résultat a ’aide du critere spécial des séries alternées.
Calculs de sommes
Exercice 26.10 (% %)
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :
2
n“+n-—1 2
(i) T E— (iii) Z In (1 + )
nz>0 n' n>1 Tl + 3)
. 1 . 1 1 2
(i) ;)(2”)! (i) ;(w/in—l I \/ﬁ)

Exercice 26.11 (**)
1 2 1
On admet que Z 7; Calculer alors Z @n+ 1)

n= 1

Exercice 26.12 (%% - Séries géométriques dérivées - @3)
On fixe un entier naturel p ainsi qu’un réel = tel que 0 < z < 1.

k = (K
1. Démontrer que la série Z < >$ converge. On pose S, = Z ( )xk .
k>p k=p p

2. Calculer z(Sp + Spt1). En déduire une expression simple de S, en fonction de p et .
+o00 ]{7
3. En déduire la valeur de Z ( >xk_p .
p
k=p

n? —|—3n

4. Application. Etablir la convergence et calculer la somme de Z et Z n?+n+ 1)e™
n>0 n>0

Exercice 26.13 (%% - Développement en série entiére de arctan)
Soient x € R et n € N.

1 n k ok (_1)n+1x2n+2
1. Montrer que : i l;)(_l) 22k 4 B g
1)k p2k+1 2n+3
2. En déduire que : arctan(z) — 2 ( 2/1 i : < ’;T‘L —5
(—1)kg2h+1
3. En déduire une condition nécessaire et suffisante de convergence de Z TRl et calculer

Sa somine.
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1. Pour tout z € R, —? # 1 de sorte que :

zn:(_xQ)k _ 1— (_x2>n+1 _ 1 B (_x2>n+1
= 1—(—2?) 1422 1+ 22
Ce qui se récrit :
1 n (_1)n+1x2n+2
_ 1)k 2k
1+ 22 Z%( Sl e

. En intégrant 1’égalité précédente entre 0 et z € R :

n 2]<;+1 t2n+2
arctan(x) = Z( +/ dt.
k=0

D’ou :

n L 22kt
arctan(z) — E (—1) =
2 ok

T t2n+2 2n+2
/ ( 1)n+1 /
0 1+ t2

Si z > 0, on obtient par inégalité triangulaire :

T t2n+2 T x t2n+2 T $2n+3
/ &g/ a:/ &g/ﬂ“%h: i
0o 1+1t2 0 0o 1+1¢2 0 2n+ 3

Si x < 0, en procédant de méme :

T t2n+2 xT $2’I’L+3 |x‘2n+3
@:7/ mgf/t%”&:f =
o 142 0 2n+3 2n+3

t2n+2

14 ¢2

T t2n+2 0 t2n+2
0o 1412 z |1+t

D’ou I'inégalité voulue.

|x|2”+3 n A $2I~c+1
' <1 . . _ . B .
Supposons |z| < 1. Puisque ngrfoo o 13 0, ngrfoo];)( 1) 1 existe et vaut
22k
arctan(z) par le théoréme des gendarmes. En particulier, la série Z(— 1 converge

k>0
si |z < 1.

Supposons & présent |x| > 1. Alors :

2k+1 2k+1
(—1)k 2 _ Il — 400
2k +1 2k 4+ 1 n—+oo
2k‘+1
et la série Z dlverge grossierement.
k<0
p2k+1
Ainsi, la série Z(— oh 1 couverge si, et seulement si, || < 1. Et en cas de conver-

k>0
gence, sa somme vaut arctan(zx).

Exercice 26.14 (%% %)
Pour tout entier n > 1, on pose u, = In(n) +aln(n+ 1)+ bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.
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2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 26.15 (% %)
Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

(i) Z sin (ng) ?j : (iii) Z In <cos <21n>) :

n>0 n>1
1 3
ii : iv -1" cos(t)™ dt.
@ 3 G DT @) 3= | eostt

Comparaisons séries-intégrales

Exercice 26.16 (%% % - Séries de Bertrand - &)

1
Soit (a, B) € R2. On s’intéresse a la série Z

————, qu’on appelle une série de Bertrand.
n®1In(n)B
n>2

1. Montrer que la série diverge si o < 1, et converge si a > 1.

1
2. Déterminer la nature de la série g Aa(nB grace a une comparaison série-intégrale.
n

n(n)
1

3. Enoncer une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série E W
n%In(n

n>2

1. Supposons a < 1. Soit n € N\ {0,1}. Alors :

~n%ln’(n)  In(n)
N n  nplta oo

0

=S|

ne In? (n)

par croissances comparées (1 — a > 0). Ce qui se récrit :

1 1
n=° neln’(n) )’

Or, la série de terme général % est divergente et les deux séries sont a termes positifs, donc

la série de terme général m est également divergente.

On suppose a présent o > 1. Soit n € N\ {0,1}. Soit v € |1, af. Alors :

1
R L S

L neln(n)  ne=71Inf(n) n—+oo

par croissances comparées (o —y > 0). D’ou :

i = (7).

Or, la série de terme général n% est convergente (série de Riemann avec v > 1) donc, puisque

par ailleurs toutes ces séries sont a termes positifs, la série de terme général m est

également convergente.
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2. On va traiter différents cas selon la valeur de 5.

Supposons 3 > 1. Effectuons une comparaison série-intégrale a l'aide de la fonction f :

t €]1,4o0] — m, clairement continue, positive et décroissante. Soit n € N, n > 3.
n
Alors :

vten—1n], f(n)<f(t)

et par croissance de 'intégrale,

soit encore

Soit N € N, N > 3. En sommant l'inégalité précédente pour n € [3, N], on obtient :

N N .
o fn) <> 1ﬂmm
n=3 n=3"7""

ce qui se récrit par relation de Chasles sur les intégrales :

N N
PO /2 £(#)dt.

Or,
N N1 In—B+1(¢) N
t dt:/ ") dt = | ——5—2
| rwar= [ Sm [_ﬂﬂ 2
1 1 1
1=\’ 1(N) P12
et ainsi : N
1 1
fn) < ———F——.
;’ B —1In"1(2)
1
La suite des sommes partielles de la série a termes positifs Z —F est croissante et
wso nin”(n)

majorée. On en conclut que, pour 8 > 1, la série Z

3 est convergente.
wSp nin’(n)

Supposons a présent 5 = 1. Soit n € N, n > 2. Comme précédemment, la décroissance de
f donne I'inégalité
vten,n+1], f@t)< f(n),

S’en suit par croissance de l'intégrale :

/ "y at < / " at

n n

soit encore
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Soit N € N, N > 2. Sommons cette inégalité pour n € [2, N] :

N

n N
> [ mar< s s
n=2"" n=2
ce qui donne
N+1 N
| rwa<y s
n=2
Or,
N+1 N+1 1
/2 £t) dt:/2 gy & = MO = (n(N + 1)) ~In (n(2)
d’ou

In (In(N + 1)) — In (In(2) }:f
Puisque In (In(NV +1))—In (In(2)) — +o0, la suite des sommes partielles est divergente.

N—+o00
1
La série Z
= In(n)

est bien divergente.

Passons maintenant au cas ou 8 < 1. Soit n € N, n > 2. Alors :

1 < 1
nin(n) = nln®(n)’

Or, la série a termes positifs E ——— est divergente donc la série E est aussi

n>2 n ln(n) n>2 nlnﬁ(n
divergente.

3. Nous disposons des implications suivantes :

a>lou(a=letf>1) = converge

=y neln’(n
et : 1

a<lou(a=letf<1) = — 5 —diverge.
s n*In”(n)

Finalement, nous avons montré I’équivalence :

1
Ziﬁconverge < a>lou(a=1letps>1).
o e In”(n)
Exercice 26.17 (%) n
Pour tout n € N*, on note S, —
=L
1. Montrer que S, ~ 2y/n.
2. On pose w, = S, — 2y/n.
K
a) Déterminer deux constantes « e elles que w, — wp_1 ~ —
Déterminer d ¢ t K tell .
n

(b) En déduire que la série de terme général w,, — w,_1 converge.
(c¢) En déduire lexistence d’une constante réelle g telle que : S,, = 2y/n + 5 + o(1).
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1. Soit k¥ > 1. Par croissance de la fonction racine carrée sur Ry et par décroissance de la
fonction inverse sur RY , on a :

k<t<k+1=VEk<Vt<Vk+ :727 \1#

On inteégre pour ¢ allant de k& & k + 1 (bornes croissantes) :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
—dt > / —dt > / —dt
ko Vk koot E VE+1

On calcule ces trois intégrales :

k+1 1 1 k+1 1 & 1
. —dt:—/ ldt = —— []F ! =
/k Vi VEk \/EH’“ VEk
k+1 1 J 1
. —dt = .
/k vk+1 vk+1

k41 E+1 1/27k+1 1
. / Lo / 2g - [0 [2\/{5] T ovE 1 - 2vE.
koot k /2], k

On a donc que pour tout k > 2,

1 1
— >k +1-2Vk> ——,
vk~ “VEk+1

et donc

Wk + —2f<f<2f Wk — 1.

On somme ces inégalités pour k allant de 2 a n :

2fj@/k+ ~Vk) < znjf 22%(\/%—\&—1).
k=2 k=2 k=2

Par télescopage sur les membres de gauche et de droite, on obtient finalement :
2Wn+1-2/2<8,-1<2y/n—2

et donc

2Wn+1-2v2+41<8, <2y/n—1.

En divisant par 2y/n > 0 :

V1 f 1 Sn 1
ﬁ 2v/n =20 = 2y
1 2 1
Comme ib/%_ — T 7 1+ ﬁ 2 \/ﬁ njm 1 par continuité de la racine
1
carrée et 1 — m njm 1, on a par encadrement ngrfoo ﬁ =1 et donc S, ~ 2y/n.

2. (a) Soit n € N*. Alors :

Wy, — Wp—1 = (Sp—2vn)—(Sp-1—2vn—1)=S, — Sp—1 —2(vn—vn—1)
1 2  Vn—1—yn -1
Vi Vi1 et v T) - Valat 1P

10
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1
Or Vn++vn—1=n <1 +4/1— ) ~ 2y/n. Par opération sur les équivalents, on
n

a :

-1 -1
O T ey T A
. 3 1 K
On a bien deux constantes o = 3 et K = 1 telles que w,, — wy,_1 ~ vt

—1 L 1 ’
~ 132 et la serie Z 3 converge car c’est

2
Vn(2y/n) =
une série de Riemann de parametre 3/2 > 1. Par comparaison de séries & termes
négatifs, Z(wn — wWp—1) converge.

n>1

(b) On sait que wy, — wyp—1 ~

n
(¢c) Comme la série Z(wn — wp—1) converge, la suite (w,) converge également vers un
n>1

réel 8 € R. Donc w, = 3+ o(1) et finalement S,, = 2\/n+ 5+ o(1).

Exercice 26.18 (%% %)
En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

n

oDy \/En_:\jroo gn‘/ﬁ’ (ii) In(n!) Nete nln(n) ; (i) 3
k=1 k=2

Exercice 26.19 (% %) n 1
1. Soient a € ]0,1[ et S, = Z — . Etudier la convergence de Z 5

k=1 ke n>1 """
: w1 _ N L bdier] 4o S~ Bin
2. Soient a > 1, S, = kz_:l T et R, = k_Z: T Etudier la convergence de Z 5,
= =n+1 n>1

1. Supposons « € ]0,1[. On part a la recherche d’'un équivalent de S,, & 1'aide d’une com-

paraison série/intégrale. Considérons pour cela la fonction ¢ — = continue, positive et

décroissante sur [1, +oo[. Pour tout k € N* :

fk+1) < ft) < f(K).

D’ou en intégrant entre k et k + 1 :

k+1
FE+D < [ f)d < k).
k
Soit n > 2. Sommons les inégalités précédentes pour k=1,...,n—1:
i, ndr nl= 1 1
kz:f(k—l—l)g/l t—ag Zf(k), qui se récrit S,, — 1 < o 1 a SSn—ﬁ
=1 k=1
On en déduit :
nl=e 1 1 nl-« 1

l-a 1—a n©« l-a 1-—-«

11
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17a>02

Et puisque T =

1 1—« 1—« 1 11—«
1—n1_a+ n énl—aS"Sl_ +

nl—a nl—a :

o
Par théoreme des gendarmes, lim ——5,, existe et vaut 1. Ainsi :

nl—a
1 11—«
Sn npl—a’
- . 1 ) . . - L.
La série de Riemann Z T d’exposant 1 —a < 1 étant divergente, la série 3 5 diverge
n

n
par critére de comparaison des séries a termes positifs.

1
2. On suppose a présent o > 1. La série de Riemann Z — converge dans ce cas, et la suite
n

R
(Sn) admet une limite finie S > 0. Par conséquent, S—" ~ —*. Pour déterminer la nature
n

Ry

ri rm néral —, on men rcher un équivalen . On v

de la série de te eeeals,o est amené a cherche é alent de R,,. On va
n

procéder comme précédemment, par comparaison série/intégrale.

Soient n et N des entiers tels que 1 < n < N. En reprenant les calculs précédents :

iy N gt 11 1 1 N-l
1) < — — < .
kz:%f(k—i_ )< n f(t) a—1no1l aq—1No"1— gf(’f)

En passant a la limite quand N — 400 dans ces inégalités (tout converge) :

1 = 1
1 < Zf(k):Rn"i_ﬁ
k=n

a—1n

+o00
R,=) f(k+1)<
k=n

D’ou I’encadrement : 1
a —_

1-— <(a—1)n*"'R, <1.

n

Par théoréme des gendarmes, lim(a — 1)n® ! R, existe et vaut 1. Ainsi :

Bo 1
S, S(a—1)no-t’
La série de Riemann )  —— converge si, et seulement si, « — 1 > 1. Par critére de
n

Bn

comparaison des séries a termes positifs, > 5
n

coverge si, et seulement si, a > 2.

Lien suite-série

Exercice 26.20 (% %)
Soit (uy,) la suite récurrente définie par ug € ]0,1[ et Vn € N, uy, 11 = up — u2.
1. Etudier la convergence de la suite (uy,).

2. Etudier la convergence de la série Z In (1 — uy).

3. Quelle est la nature de la série Z Up 7

12
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Exercice 26.21 (%% % - Oral Centrale)
Soit x € RY.. Pour n € N*, soit un—Hln<1+ k)

1.

Etudier la série de terme général In (up41) — In (uy,).

En déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.

Etablir 'existence de a € R tel que la série de terme général In (1) — In (u,) — aln (1 + %)
converge.

Montrer qu’il existe A € R* tel que u,, ~ An®.
n

—+00

1. On a +1
Uny1 n T
In(upe1) — In(u,) =In| —— | =1 In(1 .
n(tn41) = Infun) n<un> n< x n( +n+1>)
Maisln(1+ ? > ~ L,etdoncn ln< + ) ~ 1.
n+1)na4+oon+1 T n+1/ n—too

Donc en utilisant 1’équivalent In(¢) ad t —1, il vient
_>

1
In(up+1) — In(uy,)  ~ nt In <1+ - )—1.

n—+o0o I n+1

n+1 T n+1 T x? 1
In (1 _ _ '
x n< +n+1> n—+oo T <n+1 2(n+1)2 +O(n2>>

On en déduit que

Mais

Inuns1) () = 5o o
Mtnt1 fitn n—+o00 2(n+1) © n) n—+oo 20’

Mais alors, par comparaison de séries dont le terme général est de signe constant (négatif
au moins a partir d'un certain rang), la série de terme général (In(up,41) — In(uy,)) est
divergente, nécessairement vers —oo (c’est le théoréme des suites monotones !).

n

Or Z(ln(unﬂ) —In(uy)) = In(ups1) — In(ug).
k=1

Donc In(u,) — —oo et donc u, = ™) — 0.
n—+00 n—-+o00

1 1
2. En reprenant les calculs précédents (en remplagant les o <> par des O <2>),
n n

o)~ ) —atn (1+ 1) = o) —a(tro(L))

e () 0 ()
(—2a — z)n — 2« Lo (1) '

n—rtoo 2n(n +1) n?
: 1 L s : T
On obtient un O | — | et donc le terme général d'une série convergente si o = 5
n
1
Ainsi, pour o = —g, la série de terme général In(up4+1) — In(u,) — aln <1 + > converge.
n
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3. Remarquons que :
n—1
1
Zln(l—l— ) Zl <k+ )zln(n).

Donc, en notant S la somme de la série de la question précédente, on obtient :

Z (ln (ugt1) — In(ug) — aln (1 + i)) = In(up) — In(u1) — aln(n) el S.

Soit encore

U
In " — 5.
un® / n—r+oo

Et donc, en composant par I’exponentielle (qui est continue), et en posant A = uje® > 0,

. Un
lim —=A etdonc u, ~ An°.
n—-+oo N n—-+oo
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