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— TD 26

Séries numériques

Etudes de convergence

Exercice 26.1 (%k%)
Déterminer la nature des séries suivantes :

a 1 n*In(n) arccos (1 — L
) Zn(n—i—ln(n)) b Z D Z <1 \/ﬁ>

b) Z (n — sin (i)) g) Z arlct;ll(mn m) Z (1 _ cos <Z)> (In(n))'°
) Xy v (50) ) Zm(%)
1

. i) 271
sm(%) nlts o 1 _ 1
d)z n+1 J)ZW_% )Z<\/n2—1 \/n2—|—1)

i s 0 oo (d)-52

nln(n) n>1

Exercice 26.2 (%%)
Soient > uy, Y. v, deux séries convergentes a termes positifs. Etudier les séries de termes généraux :

(i) max(un,va) s | (i) ud ; () GO RV

Exercice 26.3 (%% % - Banque CCINP) (e _ (1 + l)n) en

o . s . s 2 n
Etudier la nature de la série de terme général u,, =

(In(n? 4+ n))?

Exercice 26.4 (%% % - Séries a parameétres)
Etudier la nature des séries suivantes suivant la valeur des parametres :

> 1+ (2! _i .).'+ n!7 peEN: (iv) > (arctan(n + a) — arctan(n)), a € R, ;
n+p)!

@ X |(1+ ) 1] acm: O X Tranre aray t €

a

n

a . . . n
(iii) Z e (a,b) € RY ; (vi) Zarccos <1 n na>’ a> 0.

Exercice 26.5 (% %)
Etudier la nature de la série > u, dans les cas suivants :

iu:w- jiu—sinnw.
() == () = sin(n) =
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Exercice 26.6 (% %)
1. Montrer que pour tout n € N, (1 ++/3)" + (1 — v/3)" est un entier pair.

2. En déduire la nature de Z sin {77(1 + \/g)”}

Exercice 26.7 (%% %)
Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

(i) urFM; (iii) w, = /1 +

Exercice 26.8 (k%% - Banque CCP)
On pose, pour n > 1, u, = cos (rvVn? +n + 1).

1. Prouver que tvn?2+n+1 = nr+Z+aZ+0 (%) ol « est un réel que 'on déterminera.
n—-+o0o 2 n n

2. En déduire que la série > u, converge.

3. La série > u, converge-t-elle absolument 7

Exercice 26.9 (% %) oo (L)
1. Justifier 'existence, pour n € N, de R,, = Z e
k=n+1
+00 (_1)k (_1)n+1
2. (a) Soit n € N. Montrer que R, + Rp4+1 = k_Z: m et R, — Rpy1 = B
=n—+1
(b) En dédui R (_1)n+1+0(1> is la nature de la série Y R
n déduire que = — — uis la nature de la série .
3. Retrouver ce résultat a ’aide du critere spécial des séries alternées.
Calculs de sommes
Exercice 26.10 (% %)
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :
n?4+n-—1 2
(i) - - - (iii) Z In (1 + )
. 1 . 1 1 2
(i) nz;o@n)! (iv) ;<\/nl+\/n+1 \/ﬁ)

Exercice 26.11 (k%)
On admet que Jio L W—Q Calculer alors 3 b et Jio 1
L T = (2n+ 1)2 n?

n=1
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Exercice 26.12 (%% - Séries géométriques dérivées - @3)
On fixe un entier naturel p ainsi qu’un réel = tel que 0 < z < 1.

—_

k =k
. Démontrer que la série Z ( ):pk converge. On pose S, = Z < )zk
k>p k=p p

2. Calculer z(S) + Spt1). En déduire une expression simple de S, en fonction de p et z.

+o00 k
3. En déduire la valeur de Z P
k=p p
. n? + 3n 9
4. Application. Etablir la convergence et calculer la somme de Z o et Z(n +n+1)e ™.
n>0 n>0

Exercice 26.13 (%% - Développement en série entiére de arctan)
Soient x € R et n € N.

1 n k ok (_1)n+1x2n+2
1. Montrer que : ke kz:%(_l) 22k 4+ e
N (_1)ky 2kt 2n+3
2. En déduire que :  |arctan(z) — S < 2]

& 2%k+1 |~ 2n+3

(_1)kx2k+l

et calculer
2k +1

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante de convergence de E
sa somme.

Exercice 26.14 (%% %)
Pour tout entier n > 1, on pose u, = In(n) +aln(n+ 1)+ bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.

2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 26.15 (%% %)
Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

i) 3 sin <ng) ZT : (i) Y In (cos (;)) :

n20 n>1
1 bl
ii : iv -1H" cos(t)™ dt.
© ¥ G () S [ costt)

Comparaisons séries-intégrales

Exercice 26.16 (%% % - Séries de Bertrand - @J)

1
Soit (ar, B) € R%. On s’intéresse a la série Z

o Tn(mB qu’on appelle une série de Bertrand.
= n(n)

1. Montrer que la série diverge si o < 1, et converge si o > 1.
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2. Déterminer la nature de la série E 3 griace a une comparaison série-intégrale.

N
nln(n)
1

3. Enoncer une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série g W
n®In(n

n>2

Exercice 26.17 (%) n
Pour tout n € N*, on note S, Z

S\

1. Montrer que S,, ~ 2y/n.
2. On pose w, = S, — 2y/n.

K
(a) Déterminer deux constantes a et K telles que wy, — wp—1 ~ —.

nOé
(b) En déduire que la série de terme général w,, — w,_1 converge.

(¢) En déduire lexistence d’une constante réelle g telle que : S,, = 2y/n + 5 + o(1).

Exercice 26.18 (%% %)
En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

) i N fnf (ii) In(n!) n_;\jroonln(n); (iif) Zn:
k=1

n—>+oo 3

Exercice 26.19 (k% %) n
1. S t a€]0,1] et S, Etudier 1 d
oient o € ]0,1[ e g udier la convergence de Z S

n>1

n 1 +o0 1 . R
2. Soient a > 1, S,, = Z Ta et R, = Z Ta Etudier la convergence de Z S—:
k=1 k=n-+1 n>1

Lien suite-série

Exercice 26.20 (% %)

Soit (uy) la suite récurrente définie par ug € 10,1 et Vn € N, up11 = uy, — u2.
1. Etudier la convergence de la suite (uy,).

2. Etudier la convergence de la série Z In (1 —uy,).

3. Quelle est la nature de la série Z Up 7

Exercice 26.21 (%% % - Oral Centrale)
801tx€R*+.PournEN,801tun— Hln<1+ )

1. Etudier la série de terme général In (u,11) — In (uy,).
En déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.

2. Etablir I'existence de a € R tel que la série de terme général In (up41) — In (u,) — aln (1 + %)
converge.

3. Montrer qu’il existe A € R* tel que u,, ~ An®.
n

—+00




