MP2I Lycée Roosevelt

—— TD 34
Intégration

Fonctions uniformément continues, en escalier, continues par morceaux

Exercice 34.1 (%k%)
1. Soit f une fonction uniformément continue sur une partie Z de R. Soient (x,) et (y,) deux
suites d’éléments de 2 telles que lirf (n —yn) = 0.
n—-+0o0

Montrer que nll}gr.loo f(zn) — flyn) = 0.

2. La fonction In est-elle uniformément continue sur R ? Sur un intervalle [a, +-o0o[ otta >0 7

Exercice 34.2 (%% %)
1. Soit f une fonction continue sur R et périodique. Montrer que f est uniformément continue
sur R.

2. Soit f : R — R continue et admettant des limites finies en 400 et en —oo. Montrer que f est
uniformément continue sur R.

Exercice 34.3 (%% %)
Soit f : [0, 4+00[— R une fonction uniformément continue. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels
que |f(z)| < az + b pour tout = > 0.

Exercice 34.4 (k% %)
Montrer que %, ([a,b],R) = € ([a,b],R) + &([a, b],R) (ot + désigne la somme de sev).

Propriétés de ’intégrale, calculs

Exercice 34.5 (% %)
Calculer :

1 n 1
T (ii) nll)rfoo ; e " dx (iii) () ngrfoo ; cos(nz?) dz.

‘,L.Tl

(i) lim
n—+oo Jg 14+ x™

Exercice 34.6 (%% %)
Pour tout n € N*, on pose :

/1 dt
Uy = _,
" Jo T4t+tn

Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 34.7 (%%) . .
Donner un équivalent, lorsque z — 400, des intégrales / |t] dt et / | sin(t)] dt.
0 0
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Exercice 34.8 (%% - Cas d’égalité dans ’inégalité triangulaire - &)
Soit f € €([a,b],R). Montrer que :

/ab F(b) dt

Exercice 34.9 (%k%)
Soit f € €([0,1],R) telle que / f(t) . Montrer que f posséde un point fixe.

b
:/ |fI(t)dt < f est un signe constant sur [a, b].
a

Exercice 34.10 (%% % - Premiére formule de la moyenne)
1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans R, avec g positive.

b
Prouver qu'il existe ¢ € [a, b] tel que / f(t)g(t)dt = f(c)/ g(t)dt.

2. En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c

1 T
3. Soit f continue au voisinage de 0. Calculer lim — / tf(t)de

z—0 &

Exercice 34.11 (%% %)
Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Montrer que : || f]looc = hm < / f(t) dt)

Exercice 34.12 (k%% - Lemme de Riemann-Lebebsgue - @3)
Soit f € €m([a,b],R). On souhaite prouver que lim / f(t) cos(nt) dt = 0.
n—+o00 Jq
1. Commencer par traiter le cas ou f est de classe ¢! sur [a, b].
2. Traiter le cas d’une fonction en escaliers.

3. Traiter le cas général a l’aide du théoreme d’approximation.

Exercice 34.13 (k%% %)

Soit f une fonction continue sur [a, b].

b
1. On suppose que / f(t)dt = 0. Prouver que f s’annule au moins une fois sur [a, b].
a

b
2. On considére & présent n € N, et on suppose que pour tout k € [0,n], / f(t)tl€ dt = 0.
a

Montrer par 'absurde que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].

b
On pourra notamment considérer des intégrales de la forme / F()Q(t)dt ot Q est un polynome
a

de R, [X] bien choisi.
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Fonctions définies par une intégrale

Exercice 34.14 (% %)
Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que :

v € [0,1], f(x):/oxg(t)dt ot g(:c):/oxf(t)dt.

Montrer que f et g sont égales a la fonction nulle.

Exercice 34.15 (% %)
Soit f une fonction continue et positive sur R;. On suppose qu’il existe un réel k positif tel que :

v eR,, f(z) < k/o £(t) dt.

Montrer que f est nulle.

Exercice 34.16 (%% %) 10, 400[ — R
Soit, f € €n([0, +00]) telle que lim f(z) =¢ € R. On définit F : { N é/ ) dt
0

Montrer que lim F(z)={.

T——+00

Exercice 34.17 (k% %)

Sans calculer les intégrales correspondantes, déterminer les limites suivantes :

- . ¢ d¢ 2z ot 2 1/t
i) lim sin(#2) dt i)l i) 1 - ; : e
( ) xz—0 J_, ( ) (11) :c—1>r-ir-loo x (ln t)2 (111) il—rf(l) x t dt (IV) mgr—i{loo z t d
Exercice 34.18 (k% %)
Etudier la fonction f définie sur R par :
f N /2:2 dt
LT —_—
e Vtt+it2+1
On étudiera la parité, les variations, la limite en +oo.
Applications des formules de Taylor
Exercice 34.19 (% %) 2 22 43
1. Montrer que pour tout x dans R, x — 5 <In(l+4+z) < z-— 5 + 3

2
x
2. Montrer que pour tout z € R, [e* —1 —z| < ?em.

Exercice 34.20 (%% - Développement en série entiére du sinus)
+00 (_1)nx2n+1
Montrer que pour tout x € R, sin(x) = —_
amep (=) n; (2n +1)!
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Exercice 34.21 (k% %)
Soit f de R dans R de classe €2 telle que f et f” soient bornée. On pose My = || f|lc €t Ma = || f”||o-

1. A laide d’une formule de Taylor, montrer que :
< 2My n hMs

Yz e R, VA >0, |f'(z)< - 5

2. En déduire que :

1 f'[] < 2¢/ Mo M.

Exercice 34.22 (%% %)
Soit f une fonction de classe €>° sur R, telle que pour tout n € N, f (”)(0) =0.

On suppose qu'il existe A > 0 tel que pour tout n € N, sup \f(")| < A'nl.
R

Prouver que f est nulle sur }—%, % {, puis qu’elle est nulle sur R.

Sommes de Riemann

Exercice 34.23 (% %)
Déterminer les limites des suites de terme général :

n—1 k 1 2n—1 kr

(i) Z =yl (iii) - Z sin (n> ;
k=1 k=n

) 3V i (2’
"= Y el

Exercice 34.24 (%% - Oral Mines Ponts) 14n _ g2n
Déterminer la limite de la suite de terme général I, = / 7 dt pour tout n € N*.
0

Exercice 34.25 (%% %)
Déterminer un équivalent de u,, = VIV =14+V2yn =2+ ++v/n—=2V2+vn—1V1.

Exercice 34.26 (k%% - Majoration de ’erreur dans la méthode du point milieu)
Soit f une fonction de classe €2 sur [a,b] & valeurs dans R.

a+b

1. On pose ¢ = 52 et p : x> f(c) + (x — ¢)f'(c). On note F une primitive de f — ¢ sur [a, b].

(a) Montrer que pour tout z € [a,b], F(z) = F(c) + /I (x_2t>2f"(t) dt.

[ swat- - ay (“;b)‘ <Ly,

2. Soit n € N*. Pour tout k € [0,n], on note zj = a—l—kb_T“. On considére alors la somme suivante :

(b) Prouver alors que

_b—an_l Tp + Tyt
Sul =0 g ().

(a) Interpréter géométriquement le réel S, (f).

b
(b) Déterminer une majoration de l’erreur commise en approximant / f(t)dt par S,(f).
a




