MP2I Lycée Roosevelt

— TD 36
Familles sommables
R | w2 7
D D, sia > 1, t -y .0 dmett 2) =" ot C(4) = .
ans ce si on note ((«) nz::l &+ On pourra admettre que ¢(2) g ¢ ¢(4) 90

Etude de sommabilité est calcul de sommes
Exercice 36.1 (%)
1. Soit g € [0,1[. Pour n € Z, on pose u, = ¢

Montrer que la famille (u,),c; est sommable, et que Z Un = 7
—4q
nez

2. Soit r € [0,1] et # € R. Montrer la sommabilité et calculer la somme de (r'”'e’“w) ez
n

Exercice 36.2 (%%) 1
La famille (x),cqn[o,1) est-elle sommable 7 Méme question pour <) .
x z€QN[1,+o0[

Exercice 36.3 (k%)
Si ¢ € Q, on note dy le dénominateur de la forme irréductible de g.

3

Etudier la sommabilité de la famille <1> .
7/ qeQn(o0,1]

Exercice 36.4 (% %)

1
Soit [ = (N*)2 Pour (’l,j) € I, on pose U ; = m
A laide du théoréme de sommation par paquets, prouver que Z ui; = 2¢(2) — ¢(3).
(i,9)€l
Exercice 36.5 (k%)  +oo 2 ¢(2p)
Calculer les deux sommes Z(—l)"(((n) —1) et Z TR
n=2 p=1
Exercice 36.6 (% %) 1
Déterminer les valeurs de a € R pour lesquelles <a> est sommable.
(p+4q) (p,q) EN* xN*

Exercice 36.7 (% %)

» 1
Etudier la sommabilité de la famille () .
ab(a +b) (a,b)EN* xN*
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Interversion de sommes

Exercice 36.8 (%) 400 +00 (1)
Apres avoir justifié son existence, calculer Z Z en fonction de ((3).
p=1q=p
Exercice 36.9 (k%) 0 sin=p
Pour (n,p) € (N*)?, on pose u, , = 1 ) :
m S1mon
+o0 3
1. Montrer que pour tout p € N*, Upp = —5-
que p P ;::1 = g2
“+0o0 +00 “+00 +00
2. Apres avoir justifié leur existence, vérifier que Z Z Unp 7 Z Z Un,p-
n=1p=1 p=1n=1

3. Quelle conclusion en tirez-vous ?

Divers

Exercice 36.10 (% %)
Exercice 34.11 Soit ¢ : N* — N* une permutation de N*.

5, et le cas échéant, calculer sa somme.

1
o(n)

1. Déterminer la nature de la série de terme général

2. Méme question pour la série de terme général ﬁ
o(n

Exercice 36.11 (% %) +oo  n +o0
1. Soit z € C tel que |z|] < 1. Montrer que = d(n)z", ou d(n) est le nombre de
aue |2 ae 315 = 3 dwe" o d(o

diviseurs positifs de n.

+00 n too
2. De méme, écrire E T n SOuS la forme E s(n)z", ou s(n) est une suite a préciser dont on
—z
=1 n=1

donnera une interprétation arithmétique.

Exercice 36.12 (k%% - Oral X)
Montrer, pour tout z € R tel que |z| < 1, les identités

400 2n—1 00 n 00 A

x X T T
DT T T T T,

n=1 n=1 n=0

On veillera a bien justifier les convergences de toutes les séries en jeu.

Exercice 36.13 (%) 1

Etudier I'existence et le cas échéant, calculer la somme Z -
p,q=1 pq
pAg=1
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Produit de Cauchy

Exercice 36.14 (% %) oo +o0
Soit x € | —1,1[. Déterminer une suite (a,),cy telle que

T = anx™.
- n=0

Exercice 36.15 (%% - Formule du bindme négatif)
Soit z € C tel que |z| < 1, et soit p € N. Montrer que :

1 X (p+n n
5 ()

n=0




