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Rappels et compléments sur les fonctions

Généralités sur les fonctions

Exercice 4.1 (k% - £3)

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant votre affirmation :

1. la somme de deux fonctions croissantes est 7. si f est périodique, alors g o f est péri-
croissante. odique.
2. la somme de deux fonctions monotones est 8. si g est périodique, alors g o f est péri-
monotone. odique.
3. le produit de deux fonctions monotones est 9. si g est bornée, alors g o f est bornée.
monotone.
10. si g o f est bornée, alors g est bornée.
4. si f est paire, alors g o f est paire.
11. le produit de deux fonctions majorées est
5. si f est impaire et g est paire, alors g o f majoré.
est paire.
12. le produit de deux fonctions bornées est
6. si f est paire, alors f’ est paire. borné.

Exercice 4.2 (%)
Les deux questions suivantes sont indépendantes.

Ed

A est k-périodique.

1. Montrer que pour k € N*| fr:x — {zJ

2. (a) Que dire d’une fonction périodique et croissante ?

(b) D’une fonction périodique et strictement croissante ?

1. Soit k € N*. Nous avions établi au chapitre 3 que :

Ve eR, Vne€Z,

54 [+ -

Ainsi, pour tout z € R :

felz + k) = {‘ZJ+1—(L$JJI‘C) _ ﬁ'J =)

|z +n|=|z] +n.

D’ou ici :

{iJ—i—l et |x+k]=|z]+k

Donc fi est k-périodique.

2. Prouvons qu’une fonction périodique et croissante est nécessairement constante.

Soit donc f : 2 — R une fonction périodique et constante. Nous allons prouver que
Va,y € 2, f(x) = f(y), ce qui est 'une des caractérisations des fonctions constantes.

Soient donc z,y € 2. Quitte a les échanger, supposons que = < y. Notons 7" une période de
f, et soit alors n € N tel que x +nT > y (un tel entier existe bien puisque lim z+4nT =
n

—+00
+00).
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On a alors x < y, donc par croissance de f, f(z) < f(y).

Et y <z + nT, donc par croissante de f, f(y) < f(z + nT).
Or par T-périodicité de f, f(z +nT) = f(z).

On a donc f(z) < f(y) < f(x), si bien que f(z) = f(y).

Donc une fonction continue et périodique est constante.

En revanche, il n’existe pas de fonction périodique et strictement croissante.

En effet, supposons qu'une telle fonction f : 2 — R, T-périodique et strictement croissante
existe.

Soit alors z € . Ona x +T > x, et donc f(z+T) > f(x), ce qui contredit la définition
de la T-périodicité.

Exercice 4.3 (%% %)
Dans tout l’exercice, on se place dans un repére orthogonal (O, 1, 7).

1. Soit a € R. Justifier que la symétrie par rapport a la droite (verticale) d’équation x = § envoie

un point de coordonnées (z,y) sur le point de coordonnées (a — x,y).

2. Soit f : [0,a] — R telle que pour tout « € [0,a|, f(z) = f(a — x). Justifier alors que €} est

o X . . . T a
symétrique par rapport a la droite d’équation x = 3.

3. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = sin(z) |2 cos?(z) — 1|.
(a) Justifier qu’il suffit d’étudier f sur [0, 7].
(b) (%) Tracer le graphe de f sur [—m,27].

Exercice 4.4 (%% %)
Soit @ > 0, et soit f: R — R telle que : Vz € R, f(z +a) = 5+ /f(z) — f(z)2.
Prouver que f est périodique.

Notons que ’équation implique que nécessairement f(x) est toujours compris entre % et 1 (car
f(x) = f(x)? > 0 si, et seulement si, f(x) € [0,1]).
On a alors, pour tout = € R,

fla+20) = 5+ f@ +a) — fo+a)?
L b i - (S o)
e R@) @ - R — f@R @) + )
e
S (f(a:)—;)2
=L f@) g car f(a)— 5 >0
f

()

Donc ceci prouve que f est 2a-périodique.
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Exercice 4.5 (Une équation fonctionnelle (Oral Polytechnique) - s % % % %)
Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f : R} — R% qui tendent vers 0 en +o0
et telles que pour tous réels strictement positifs z et y : f(zf(y)) =yf(x) (£).

1. Montrer que g : x — % est solution du probléme posé.

2. Prouver que si f est une fonction satisfaisant aux conditions de I’énoncé, alors le seul éventuel
point fixe de f (c’est-a-dire la seule solution éventuelle de I’équation f(x) =z) est 1 .

3. En déduire que g est la seule solution au probleme posé.

1. C’est une vérification immédiate.

2. Si f est une solution, et si « est un point fixe de f, alors f(a) = a.
Alors, pour tout € R* , on obtient en prenant y = a dans (%), f(za) = af(zx).

Mais alors, pour tout x € R |

f (w0%) = J((za)a) = af(wa) = o*f(x).

Puis de méme, f (za?®) = af (za?) = o3 f(x). Une récurrence facile prouve alors que pour
tout n € N et tout x € R} :

f(za™) =" f(x).
Etudions les deux cas suivants :

o supposons que a > 1. Alors za™ — 400, et donc par hypothese, f (za™) — 0.
n—-+o0o n—-+o0o

Mais f (xza™) = o™ f(x). Or, f étant supposée a valeurs dans Ri, f(x) est non nul,
et donc o f(z) — o0, d’ott une contradiction.
n—-+00
Donc déja, on ne peut pas avoir o > 1.
o Supposons a présent o < 1. On a toujours f (za™) = o™ f(z), mais cette fois, " —»

n—-+o0o
0, ce qui ne nous avance pas beaucoup. .

On a alors a = f(a) = f(1 x @) = f(1f(a)) = af(1). Et donc en divisant par
a, f(1) = 1. Et alors :

1= =1 (o) =1 (@) =ar ()

de sorte que f (é) = é Et donc é est également un point fixe de f. Or, é > 1, et
nous avons déja dit qu’il ne pouvait y avoir de points fixes supérieurs strictement a 1.
Donc il n’y a pas non plus de points fixes de f dans |0, 1][.

Le seul point fixe éventuel de f est 1.

3. Nous n’avons pas encore dit qu'une fonction f solution au probléme posé posseéde un point
fixe ! Mais notons que si € R*, alors en prenant y = z dans la relation (#£), on a

faf(x)) =zf(z).

Et donc pour tout x € R%, xf(z) est un point fixe de f, qui possede donc au moins un
point fixe. Et d’apres la question précédente, ce point fixe ne peut étre que 1. Ainsi, pour
tout x € Ri :

ef(@) =1 f() = - = g(o).

Et donc g est la seule fonction qui satisfait aux conditions de I’énoncé.
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Limites

Exercice 4.6 (%)
Déterminer les limites de :

1 1_55’36 3x2 —x—2

T 51 n —9, +oo et —oo ; f3: xHWenl,—l—ooet—oo;
- fa: = Va2 —4xr+1—x+2en +oo;
x
fa: x— 1+xen+ooet—oo; fo: z—ViZ—4dx+9+x—3en —c0

Exercice 4.7 (%)

1. Calculer la limite en 1 de = — sin(mz)

r—1

2. Calculer les limites en +o0o des fonctions suivantes :
. /(3
(a) x — xsin (=) ; (b) z+—
T

3. Calculer les limites en 0 des fonctions suivantes :

A/ _ 2r _ ,—x
; (b)xﬁw; (€) 2 &

X X

In (1 + sin(x))

(a) z+— .

Dérivées
Exercice 4.8 (%)
Etudier le domaine de définition, de dérivabilité et calculer la dérivée des fonctions suivantes :

1 1 e* 4+ 1
DT 1i_i forz =V +V1i+a?  f3: :cr—>( @ 1 fa: xr—>sm<ln< 29613))

Exercice 4.9 (%)

Pour m € R, on pose f,(z) = rim

———. On note %, la courbe représentative de f,.
2 +1

1. Montrer que les tangentes aux courbes %, au point d’abscisse 0 sont paralléles.

2. Montrer que les tangentes aux courbes %, au point d’abscisse 1 sont concourantes.
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Exercice 4.10 (%% - @D)
1. Soit n e Net f: 2 € R~ 2™ Calculer f* pour tout k € N.

2. Plus généralement, si f est une fonction polynomiale de degré n, montrer que pour tout k € N :

e si k <n, f) est polynomiale de degré n — k ; esik>n+1, f*) est la fonction nulle.

Exercice 4.11 (%% %)

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer sa dérivée n-éme pour tout n € N.

fi: et g £0; fo x»—>1+23 : f3: x> sin(z).
x

Etude de fonctions et inégalités

Exercice 4.12 (% %) )
Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = <2$ +1+ %) e w.

1. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur R,. Etudier la dérivabilité de ce
prolongement.

2. Déterminer les asymptotes au graphe de f.

Exercice 4.13 (% %)

. 2 -2z
Etudier et représenter graphiquement la fonction f : x +—

+ 2’
Est-elle bornée ? Possede t-elle des extrema sur son ensemble de définition?

Exercice 4.14 (% %)

1. Montrer que, pour x et y strictement positifs :  zlnz+ylny < (z +y) In(x + y).
r—y
14+ 2y

2. Montrer que pour tout z,y € | — 1,1[ : e]—-1,1][.

1. On fixe y > 0, et on étudie la fonction fy : x € R} — (z +y)In(x +y) — zln(z) — yIn(y).
Elle est continue et dérivable sur son ensemble de définition, et pour tout z > 0 :

f{,(;v):ln(m+y)+1—(ln(m)+1)zln(xl_y) zln(1+i) > 0.

Donc f, est strictement croissante sur RY , et par croissances comparées :

lim fy(z) =yln(y) —0—yln(y) = 0.

z—0t

Par conséquent, fy(z) > 0 pour tout > 0. Et on a bien établi I'inégalité voulue pour tous
reRetyeR.
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Exercice 4.15 (% %) n 1
Pour tout entier n > 1, on pose u,, = H (1 + 2).
n

k=1

1. Prouver l'inégalité = — % <In(1+ z) < x pour tout nombre positif x.

2. Encadrer In(u,,), puis déduire les limites de In(uy,) et de uy,.

1. On obtient ces inégalités en étudiant successivement les fonctions fi : x +— In(1+z) — x et

fg::vr—>ln(1—|-3:)—:c—i—%2.

. Soit n > 1, et soit k € [1,n]. On obtient en appliquant I'inégalité précédente pour x = %

k k2 k k

n
Sommons ces inégalités pour k allant de 1 a n :
"k k2 " k "k
— - —X n(l+—=)< —
S pmsim(hg) <X

ce qui se récrit :

nn+1) nnh+1)2n+1) In (1) < nn+1)
m2 1204 M= o2
—Un, (2
Pour tout n € N* : ) ) )
un:1+ﬁ_(1+5)(2+;) 1
2 12n n—4oco 2

De méme, lim w, = —.
n—-—+o00 2

1
Par le théoréeme des gendarmes, lirf In(uy,) existe et est égale a 5 Par composition par
n—-+0oo

1
I’exponentielle qui est continue en oo onen déduit que (u,) converge et lir_ir_l u, = e'/2.
n—-+0o0

Bijections

Exercice 4.16 (%) R\ {3} — R
1. Montrer que la fonction f :

2x +1 réalise une bijection de R\ {3} sur un
z—3

X

ensemble a préciser.

2. Déterminer alors f~1.

Exercice 4.17 (% %)
Soit f la fonction définie sur [0, 5[ par f(z) =

1
cos(x)’

1. Montrer que f réalise une bijection de [0, 5[ sur un intervalle J que P'on précisera.
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1

2. Montrer que f~! est dérivable sur J\ {1} et que pour tout = € J\ {1}, (f~1)’ (z) = g
zva? —

Exercice 4.18 (% %)

1
On consideére la fonction f définie par f(z) =

er e’

1. Déterminer le domaine de définition & de f et étudier sa parité.
2. Etudier les variations de la fonction f et préciser ses limites aux bornes de 2.

3. Montrer que la restriction de f a intervalle [0, +oo[ admet une application réciproque qu’on
notera g.

4. Donner le domaine de définition de g, son domaine de continuité ainsi que son sens de variation.
5. Tracer les courbes représentatives des fonctions f et g.

6. Expliciter la fonction g.

Exercice 4.19 (%% %)
Soit a > 0, soit I une partie de R, et soit f : | — a,a] — I une fonction impaire réalisant une bijection
de | — a,a] sur I. Montrer que f~! est encore impaire. Que dire si f est paire ?

Avant toute chose, remarquons que I doit étre symétrique pour que la notion d’imparité possede
bien un sens.

Soit donc x € I. Alors f(—f7(z)) = —f (f~'(x)) = —x. Puisque f~'(z) € ]—a,a|, alors
—f~Y(z) € ]—a,al, et donc —x est bien I'image d'un élément de | — a, a[, donc il est dans I. Ceci
prouve donc que I est nécessairement symétrique.

Mieux : nous venons de prouver que —f~1(x) est un antécédent de —z par f. Mais f étant
réalisant une bijection de | — a, a[ sur I, un tel antécédent est unique, et c’est f~!(—z). Et donc
[ (=x) = —f1(x) : la fonction f~1 est impaire.

Si f est paire, f(§) = f(—%5), et donc ce nombre possede deux antécédents distincts par f.
Donc f ne réalise pas une bijection de | — a,a[ sur I et par conséquent, f~! n’existe pas.

Exercice 4.20 (%% %)

2
— 8xr — 12
On considere la fonction f : x — —rer— le

2 —4x +3

1. Etudier la fonction f et construire sa courbe représentative.

2. Pour tout nombre réel r, on considére I'ensemble f~1({r}) = {z € R| f(z) = r}.

Montrer qu’il contient en général deux éléments, et préciser les cas d’exception.

3. On consideére la fonction g définie par g(x) = max f~1({f(z)}).

Etudier la fonction g et construire sa courbe représentative.

1. Commencons par écrire f sous forme factorisée, ce qui facilitera son étude :

La fonction f est bien définie lorsque le quotient a un sens, c’est-a-dire lorsque = # 1,3.
Ainsi Dy = R\{1, 3}. De plus, f est dérivable sur son domaine de définition comme quotient
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de fonctions dérivables. On obtient alors apres simplification que pour tout x # 1,3 :

222 — 9z + 12

f@) = 2 e

Le discriminant du polynome au numérateur étant strictement négatif, f’(x) < 0 pour tout
x # 1,3, et f est strictement décroissante sur les intervalles | — oo, 1[, |1, 3[ et |3, +00].

On détermine les limites de f aux bords de son ensemble de définition. Ecrivons :

—2?+8x—-12 -1+%-1

2

a? —4r+3  1-24+ 37

Dou lim f(z)=—1.

z—=+o00

On obtient les limites en 1 et en 3 grice a ’expression factorisée de f :

r—2)(x—6
fy - _@=2a=6)
(x —1)(x — 3)
Dot lim f(x) = —o0, lim f(z)= +o0, lim f(z) = —ocoet lim f(z) = +oo.
z—1— z—1t T3~ z—31
On construit sa courbe représentative (on pourra utiliser la valeur f(0) = —4).

2. Pour tout nombre réel 7, on considére I’ensemble f~1({r}) = {z € R | f(z) =r}.
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Image réciproque d’ensemble.

f~t({r}) s’appelle 'image réciproque de '’ensemble {r} par la fonction f. Il s’agit de
I’ensemble des antécédents par f de r.

Par exemple, si f est la fonction carrée définie sur R, alors :
AN ={2,-2} ;5 2 ={v2.—v2h ;i) =1{L -1
Aoy ={o} 5 si{-2h) =0

On fera attention A la notation f~! : il ne s’agit pas ici de I’application
réciproque de f. D’ailleurs f n’est pas supposée bijective ici (que ga soit la fonction
carrée dans I'exemple, ou la fonction f de lexercice).

Montrons que cet ensemble contient en général deux éléments. Pour cela on va définir :

f1 la restriction de f a Uintervalle | — oo, 1],
f2 la restriction de f a Uintervalle |1, 3],

f3 la restriction de f a Uintervalle |3, 4+o0].

On a montré que f; est continue et strictement décroissante sur | — oo, 1[. Par le théoréme
de la bijection, f; réalise une bijection de | — 0o, 1[ sur l'intervalle fi(] — oo, 1[) =] — o0, —1].
On notera dans la suite f; ! sa bijection réciproque.

De méme, on montre que :

la fonction fy réalise une bijection de |1, 3] sur Uintervalle f2(]1,3[) =] — oo, +00[. On
notera dans la suite f; L sa bijection réciproque ;

la fonction f3 réalise une bijection de |3, +-o00[ sur U'intervalle f3(]3, +00) =] + oo, —1][.
On notera dans la suite f3 ! sa bijection réciproque.

Soit r € R, on a trois cas possibles :

soit 7 > —1 : alors d’apreés ce qu'on a fait, les équations fo(z) = r et fs(x) =
admettent une unique solution chacune, respectivement ag = f5 L(r) et az = fs Lo,
tandis que I’équation fi(z) = r n’a pas de solution. On a donc dans ce cas :

FH{r}) = {a2, a3},

Cet ensemble contient donc dans ce cas 2 éléments.

r

soit 7 < —1 : alors les équations fi(z) = r et fa(x) = r admettent une unique solution
chacune, respectivement oy = f; ' (r) et ag = f5 '(r), tandis que 'équation f3(z) =r
n’a pas de solution. On a donc dans ce cas :

FH ) = {ar, a2}

Cet ensemble contient encore 2 éléments.

soit r = —1 : alors d’aprés ce qu'on a fait, 'équation fo(x) = r admet une unique
solution notée § = f5'(r), tandis que les équations fi(x) = r et f3(z) = r n’ont pas
de solution. On a donc dans ce cas :

1 {rh) = {8}

Cet ensemble contient cette fois 1 seul élément.
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3. On consideére la fonction g définie par g(x) = max f~1({f(z)}).

Le domaine de définition de g est le méme que celui de f : en effet il faut et il suffit que
f(x) soit bien définie dans cette expression pour qu’elle ait un sens. De plus, f~1({f(z)})
est un ensemble contenant au moins un élément, ’élément x, et au plus deux comme nous
I'avons vu a la question précédente. On a donc 7, = R\ {1, 3}.

Posons r = f(x). Plusieurs cas se présentent :

e siz < 1,alors r = f(x) < —1. Dans ce cas, on a vu que :
FH Y = {an, a2} = {f7(r), £ ()}

et puisque fi ' (r) < f;(r), on obtient :  g(z) = f3(r) = 3 (f(2)).
o sil <z <p,alorsr= f(z) > —1. Dans ce cas, on a vu que :

Y = {az, a5} = {f31(r), f57(r)}

et puisque f, '(r) < f3 '(r), on obtient : g(z) = f3'(r) = f3 ' (f(z)).
o sixz = f,alors r = f(8) = —1. Dans ce cas, on a vu que :

FH{r) = {8}
On obtient donc : g(8) = .

e si f <z <3, alors r = f(x) < —1. Dans ce cas, on a vu que :

FHrY) = {ar,ae} = {f71(r), f51(r)}
et puisque f; '(r) < f5'(r), on obtient :
g(@) = f1(r) = [ (@) = fy ' (fa(2)) =
o enfin si z > 3, alors r = f(x) > —1. Dans ce cas, on a vu que :

FHrY) = {az,as}h = {f2'(r), f3(r)}

et puisque f, '(r) < f3 '(r), on obtient :
g(x) = f51(r) = 51 (f (@) = f5 (fa(2) = =

Je vous laisse alors tenter de représenter la courbe représentative de g.
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