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Correction du I'Interrogation 5 du Lundi 19 Janvier

Exercice 1 (Du cours)
1. (a) Démonstration faite en cours.

(b) Montrons que (Ly.L1)*.Ly = Lo.(L1.Ls)* par équivalence :

€ (La.L1)*.Ly < dneNw; € Ly,vje Ly, u= (wvr...U00)Un41
<= HnEN,UiGLQ,Uj ELl, U zul(vl...unvnunﬂ)
< uec LQ(LlLQ)*

2. (a) (a+0b)*a(a + b)*.
(b) a*ba*ba*ba*.
(c) (ab+b+c)*c
(d) (a+c)* (5+b((a+c)(a+c)b)*)(a+c)*.
3. (a) P(Ly) = {a,b,c}, S(L1) = {c}, F(L1) = {ab,ba,aa,bb,ac,bc} et N(Ly) =

{ca, cb, cc}.

On a I'égalité Li\{e} = (PX* n E*9)\(X*NX*). En effet :

< Toujours vraie.

D Soit u =z ...x, € (PE* n X*S)\(X*NE*). Comme u € ¥*S, z,, = c.
Soit ¢ € [1,n] le plus petit indice tel que x; = ¢. Comme on ne peut pas
avoir de facteur ca, cb et cc dans u, on a nécessairement ¢ = n et donc les
n — 1 premieres lettres de u sont des a ou des b.

Donc u € Z((a + b)*c) = L.
Donc L; est un langage local.
(b) P(Ly) ={a}, S(Lg) = {a,b}, F(Ly) = {aa,ab,ba} et N(Lsg) = {bb}.
Le mot aba est dans (PX* n ¥*9)\(X*NX*) mais pas dans Ls.
Donc Ly n’est pas un langage local.

4. Démonstration faite en cours.

Exercice 2 (Lemme d’Arden)
1. (a) AA*Bu B = (AA* U {e})B = (AT u{e})B = A*B.
Donc L = A*B est bien solution de ’équation (F).
(b) Soit L une solution de (£). On montre par récurrence que, pour tout n entier

naturel,
L=A""L0y (U A’fB) .

k=0

0
Ini. Par hypothese, L = (A.L) u B = A°*'L U (U A’“B) donc 2(0) est
k=0
vraie.
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Héré. Soit n € N. Supposons que & (n) est vraie. On a alors :

L = A”+1LU(UAkB>

k=0

s (o)

k=0
— A"'ALU A™'BuU (U )

k=0
n+1
A2y (U A’“B) .
k=0

Donc & (n + 1) est vraie.
Ccl. Par le principe de récurrence, la propriété est bien démontrée pour tout
entier naturel n.

(c) Soit L une solution de (E). On montre alors que L = A* B par double inclusion.

k=0

Donc A*B = ([j A") B = [j A"B c L.
n=0

n=0

> Pourtout ne N, L = A" Ly (U AkB> donc A"B c L.

c Soit u € L de longueur n. Comme L = A" L U (U AkB> et u¢ AVTLL
k=0

(care ¢ A), ue U A*B donc u € A*B
k=0
Ainsi, L = A*B est bien I'unique solution de I’équation L = (A.L) u B.
2. (a) Par double inclusion :
> Les mots des langages {a}.L et {b}.L' ont un nombre impair de a donc
{a}.L U {b}.L' < L.
< Soit u € L. Alors nécessairement u # € (puisque le mot u contient au moins
un a). Posons u = ...z, et faisons une disjonction de cas sur z; :
— Si xy = a, alors u = axs...x, et comme u possede un nombre impair
de a, xy...x, € L. Donc u € {a}.L.
— Sixzy = b, alors u = bxsy ...z, et comme u possede un nombre impair de
a, Ty ...x, € L'. Donc u € {b}.L'.
Donc u € {a}.L u {b}.L'.
On a donc bien I'égalité L' = {a}.L u {b}.L'.
(b) Ona L' = {b} .L'u {a}.L et c¢ A.
—— ——
—A -B
D’apres le lemme d’Arden, L’ = {b}*.{a}.L.
(¢) Avec un raisonnement similaire a la question 2.(a), on montre que :

={a}.L' U {b}.L U {e}.
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(d) Avec les deux questions précédentes, on a :

L = {a}.0}"{a}.L U (B).L U {e} = ({a}.{}"{a} U () LU {e} .
~ "

D’apres le lemme d’Arden (e ¢ A),
L = ({a}{b}* {a} v {0})" {e} = ({a}.{b}" {a} v {O})",

donc L est dénoté par I'expression rationnelle (ab*a + b)*.

Exercice 3 (Racine carrée d’un langage)

(b) VL = {a}
(¢) VL =L.
2. (a) Soit u € L. Comme u? € L?, u € v/ L2 Donc L = v/ L2.
(b) Si L = {¢,aa}, alors L* = {¢, aa, aaaa} et donc vVL? = {¢,a,aa} # L.
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