MP - Option Informatique Devoir en temps limité - 2h

Correction de I'Interrogation du Lundi 2 Mars

Exercice 1
1. (a) L, est le langage des mots m = my...my de longueur k > n et tel que
Mg—nt1 = a (c'est-a-dire ayant la lettre a en nm-ieme position en comptant a
partir de la fin du mot et en remontant vers le debut du mot).

(b) Voici un automate non déterministe a n + 1 états reconnaissant le langage L, :

(c) Voici un automate déterministe reconnaissant le langage L; (obtenu a partir
de Pautomate précédent en le déterminisant) :

b a
(» ()
b

Voici un automate déterministe reconnaissant le langage Ly (obtenu a partir
de lautomate précédent en le déterminisant) :

b a

@ : e - @
—

Voici un automate déterministe reconnaissant le langage Ls (obtenu a partir
de Pautomate précédent en le déterminisant) :
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b

O @ RO

a
a
\L

2. (a) Pour tout mot w, on a :

5" (qo, uw) = 0*(6*(qo,w), w) = 06*(6*(qo,v), w) = 6*(qo, vW).
On a donc :

ww e L, < 0%(qo,uw) est un état acceptant de D,
< 0%(qo,vw) est un état acceptant de D,

< vwelL,

(b) Par I’absurde, supposons que D,, a strictement moins de 2" états.
Par le principe des tiroirs, il existe deux mots u # v de n lettres qui amenent
dans le méme état, c’est-a-dire tels que 6*(qo, u) = 6*(qo, v).
Comme u # v, il existe un mot w (le plus grand suffixe commun a u et v) tel
que
u = vaw et v =vbw.
Comme 6*(qo,u) = 6*(qo,v) et ua™'~1*I'e L, on a avec la question précédente
que va™ "l e [, Ce qui est faux!
Donc D,, possede au moins 2" états.

Exercice 2
1. (a) Voici les automates reconnaissant ’expression a :

(@@
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I'expression ab :

~@- (@
@@

(b) Voici 'automate de Thomson associé a a(ab + ba)*

et I'expression ba :

3

SO0 ﬁtttg

2. (a) On linéarise a(ab + ba)* en ¢1(cocs + c4c5)*
(b) Nous calculons :

P={a}, S={c,c,c5}, F ={cica,cicq,0203,C3¢0, CaCs,C5C4, C5Ca, C3C4}.

(¢) Voici I'automate local associé :

Co C3
(o—— OWRO
N
Ca
C4 C4 XC2
Cs

OWBO

Cy

(d) Et enfin 'automate de Glushkov associé a a(ab + ba)*
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a b
~(@——@r @ 1=
a
b bxa

ONRO

3. (a) Voici la version complete :

a b
~(o——@r T 1»

a

b bXa bXa

a
(@——_ T

b

a,b

(b) On obtient un automate reconnaissant L en prenant celui de la question précé-
dente reconnaissant L et en échangeant les états acceptants et non acceptants.
Cela donne :

a a b
a

b bXa bXa
a
b b

a,b

Exercice 3
1. (a) L’automate possede un unique état initial et pour chaque état ¢, il existe exac-
tement une transition partant de ¢ et d’étiquette a (resp. b) : automate est
donc déterministe complet.
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(b)

()

Le mot wq est I'étiquette du chemin réussi :
a a b b b a b b a a
o ——0q2——q4 ——q3 ——> 42— 44— q1 —>q1 —>q1 —> (42 — 44

Les mots © = a, y = abb et z = babbaa conviennent : on a bien wy, = xyz,
lzy| =4 <5,y # € et xy"z € Ly pour tout n, puisque ce mot est I’étiquette du
chemin réussi :

Oi’%\i’ qz---q2 i;QQ—Z’qu

—
n fois
w=a...a, est dans L, donc il est associé au chemin
al as an
Qo =€) —> e —> ... ey,
avec e, un état final. Comme n > N, les N + 1 états e, eq,...,eyx ne peuvent

étre tous distincts (A ne possede que N états distincts). Il existe donc deux
entiers 7 et j telsque 0 <@ < j < N et ¢; = e;.

Posons alors ¢ = ¢; =¢ej,  =a1...a;, Yy = Qiq1...a5 et 2 = a;41...a,. Nous
avons w = xyz, vyl = j < N, |yl =j—i #0,.c =q et 1.y = e;.y = ¢; = q1.
Si L est un langage rationnel, il est aussi reconnaissable par un automate (théo-
reme de Kleene). Soit donc A un automate déterministe complet reconnaissant
L et N le nombre d’état de A. Soit w € L de longueur supérieure ou égale a N
et qi1,x,y et z les éléments obtenus a la question précédente. Nous avons alors
w = xyz, |[xy| < N, y # € et zy"z € L pour tout n € N*, puisque

Go-(xy"2) = (qo-x).(y"2) = ((1.y") .2 = q1.2 = ey,

est un état final. L vérifie donc la propriété de 1’étoile.

3. Montrons par I'absurde que X ne vérifie pas la propriété de I’étoile (il ne sera donc
pas rationnel, par contraposée du résultat précédent).

Supposons donc qu’il existe N € N vérifiant la condition caractéristique de la pro-

priété de 1’étoile et soit w = a

NpN. Comme |w| = N et w € X, il existe z,y, 2 tels

que w = zyz, |[zy| < N,y # € et xy"z € X pour tout n € N. La condition |zy| < N
impose que zy = a7, avec i = |z| et j = |y|. On a alors xz € X, ce qui est absurde
car vz = a” IbY avec N — j < N (puisque y n’est pas le mot vide).
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